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ABSTRAK

Solusi persamaan Schrodinger dari sistem partikel dapat memberikan infomasi karakteristik dari
partikel tersebut. Solusi persamaan Schrodinger dapat memberikan persamaan gelombang dan
persamaan energi dari partikel. Persamaan energi partikel diperoleh berdasarkan persamaan
Schrodinger bagian radial. Penyelesaian persamaan Schrodinger yang melibatkan potensial khusus
dilakukan dengan menggunakan metode aproksimasi. Salah satu potensial khusus dalam sistem
atomik yang cukup penting adalah potensial Hulthen. Potensial Hulthen banyak dikaji dalam sistem
molekuler serta pada kasus plasma pada atom hidrogen. Penyelesaian persamaan Schrodinger untuk
atom berelektron tunggal dengan potensial Hulthen dapat diselesaikan dengan metode Parametrik
Nikiforov-Uvarov. Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov dipilih karena bentuk dari persamaan
Schrodinger dari sistem dapat direduksi menjadi bentuk umum persamaan diferensial orde dua tipe
hipergeometri. Penyelesaian persamaan energi sistem dilakukan dengan memisahkan bagian radial
dari persamaan Schrodinger. Persamaan Schrodinger bagian radial yang telah dipisahkan
mengandung suku potensial Hulthen dan suku persamaan energi. Persamaan Schrodinger bagian
radial dirubah menjadi persamaan diferensial orde dua tipe hipergeometri yang mengandung
parameter-parameter yang memenuhi  Metode Parametrik  Nikiforov-Uvarov. Dengan
mensubstitusikan persamaan parameter ke dalam persamaan eigen nilai energi diperoleh persamaan
energi partikel E. Persamaan tingkat energi E atom berelektron tunggal dengan potensial Hulthen
yang telah diperoleh bergantung pada bilangan kuantum utama n,, K serta screening parameter 1/x.

Kata kunci: Persamaan Energi, Potensial Hulthen, Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov
ABSTRACT

The solution of the Schrodinger equation of a particle system can provide information about the
characteristics of the particle. Solutions to the Schrodinger equation can provide both the wave
equation and the energy equation of the particle. The particle energy equation is obtained based on the
radial section of the Schrodinger equation. The solution to the Schrodinger equation involving a
special potential is carried out using the approximation method. One of the special potentials in
atomic systems that is quite important is the Hulthen potential. The Hulthen potential has been
extensively studied in molecular systems as well as in the case of plasma in the hydrogen atom. The
solution to the Schrodinger equation for a single-electron atom with a Hulthen potential can be solved
by the Nikiforov-Uvarov parametric method.The Parametric Nikiforov-Uvarov method was chosen
because the form of the Schrodinger equation of the system can be reduced to a general form of a
hypergeometric-type second order differential equation. Solving the energy equation of the system is
done by separating the radial part of the Schrodinger equation. The equation for the radial part that
has been separated contains the Hulthen potential term and the energy equation term. The radial part
of the Schrodinger equation is converted into a second-order differential equation of hypergeometric-
type containing parameters that meet the Parametric Nikiforov-Uvarov Method. By substituting the
parameter equation into the energy value eigen equation, the energy equation of the particle E is
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obtained. The energy level equation E for a single-electron atom with the Hulthen potential that has
been obtained depends on the principal quantum number n,,,K and the screening parameter 1/x.

Keyword: Energy Equation, Hulthen Potential, The Parametric Nikiforov-Uvarov Method
@2022 Pendidikan Fisika FKIP Universitas Nahdlatul Ulama Cirebon

PENDAHULUAN

Persamaan Schrodinger menjadi salah satu kajian yang penting dalam Fisika Kuantum.
Penyelesaian persamaan Schrodinger dapat memberikan informasi terkait prilaku sistem fisis yang
dikaji (Ahmed & Buragohain, 2010). Penyelesaian persamaan Schrodinger dilakukan untuk
memperoleh persamaan gelombang dan persamaan energinya. Dalam beberapa kasus, persamaan
Schrodinger dapat diselesaikan secara eksak akan tetapi dalam beberapa kasus lain hanya dapat
dilakukan dengan metode aproksimasi (Antia dkk., 2020). Metode aproksimasi tersebut di antaranya
Metode WKB (Omugbe, 2020), AIM (lIkhdair & Falaye, 2013), SUSY QM (Purohit dkk., 2021),
Nikiforov-Uvarov (Fitriani & Suparmi, 2017) dll. Metode aproksimasi umumnya digunakan untuk
sistem yang melibatkan potensial khusus misalnya Hulthen-Hellmann (Akpan dkk., 2021), Potensial
Quadratik Yukawa dan Eckart (Antia dkk., 2020), Wood-Saxon (Suparmi dkk., 2021), Kratzer
(Onyenegecha dkk., 2021), dll.

Potensial yang menjadi tinjauan dalam penelitian ini adalah potensial Hulthen. Potensial
Hulthen digunakan dalam beberapa cabang fisika misalnya pada Fisika Nuklir, Fisika Partikel , Fisika
Atom, Molekuler dan Fisika Kimia (Berkdemir, 2012). Selain itu, potensial Hulthen juga dikenal
sebagai potensial yang menggambarkan efek penyaringan plasma pada atom hidrogen yang tertanam
dalam plasma yang digabungkan secara lemah (Bahar dkk., 2016). Potensial Hulthen memiliki
jangkauan pendek dan memiliki perilaku seperti potensial Coulomb untuk nilai » kecil dan menurun
secara eksponensial untuk nilai = besar. Bentuk dari potensial Hulthen dapat dituliskan dengan
persamaan berikut (Berkdemir, 2012):

r

K e«
V(r)=—— : 1)
K1—ex
dengan 1/ k dikenal sebagai screening parameter dan K merupakan nomor atom. Solusi eksak dari
persamaan Schrodinger untuk partikel dalam potensial Hulthen hanya dapat £ = 0. Sedangkan untuk
solusi persamaan Schrodinger untuk ¢ # 0 dilakukan dengan menggunakan metode aproksimasi.

Persamaan Schrodinger bebas waktu secara umum dapat dituliskan sebagai berikut:

h? d*
- = 2
{ o a2 + V(x)} Y(x) = EY¥Y(x) 2
di mana faktor di dalam kurung menyatakan operator hamiltonan H dari suatu sistem. Pengertian
operator hamiltonan sendiri merupakan operator yang mewakili jumlah energi kinetik dan energi
potensial dari partikel. Berdasarkan hal tersebut maka persamaan (2) juga dapat dinotasikan dalam
bentuk persamaan yang melibatkan operator hamiltonan A berikut:

HY¥(x) = E¥(x) (3)

Persamaan (3) tidak lain merupakan persamaan nilai eigen karena operator H terhadap fungsi
gelombang W(x) tidak menghasilkan fungsi baru melainkan hanya menghasilkan suatu fungsi dengan
suatu bilangan yang disebut dengan E. Nilai E memiliki persyaratan tidak boleh bernilai sembarang
dan bersifat diskrit. Hal tersebut yang disebut dengan Pengkuantuman Energi. Pengkuantuman ini
menjadi salah satu konsep yang penting pada fisika kuantum. Pengkuantuman energi mengakibatkan
energi partikel tidak boleh memiliki nilai sembarang serta pada keadaan terikat energi partikel harus
terkuantisasi (Sutopo, 2005).

Pada kasus atom berelektron tunggal, atom ini memiliki satu elektron yang mengitari proton
sebagai inti. Persamaan Schrodinger dalam sistem ini tidaklah memiliki bentuk sama dengan
persamaan (2) melainkan memiliki bentuk yang lebih kompleks akibat ditinjau menggunakan
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koordinat bola. Persamaan Schrodinger untuk atom berelektron tunggal dapat dituliskan (Siregar,
2018)

hZ
—Z V2Y(r,0,¢0) + V(r,0,9) ¥(r,0,¢) = EV(r,0,p) (€))]

dengan u menyatakan massa tereduksi dari dua partikel yakni elektron dan inti atom serta operator
Laplacean V? dinyatakan dengan

Vi= li(zi)_{_ l 0_2+Li +l;a_2 (5)

~r2ar ' or r2 \00*> tanBa6) 12 sin? G ap*
Berdasarkan persamaan (4), persamaan Schrodinger sistem tersebut dapat dibagi menjadi 3 bagian
yakni bagian Radial R(r) dan bagian sudut Y;"(6,¢) yang terdiri oleh bagian Zenithal (¢) dan
Azimuthal (¢). Sedangkan fungsi gelombang W(r, 6, ¢) dapat dituliskan berdasarkan bagiannya
menjadi W(r, 8, $) = R(r)Y;*(6, ¢). Untuk mendapatkan persamaan energi partikel dari persamaan
Schrodinger dilakukan dengan menyelesaikan persamaan schrodinger bagian Radial. Sistem Partikel
dengan kondisi khusus misalnya dipengaruhi potensial tertentu maka perlu mempertimbangkan
apakah potensial tersebut mempengaruhi pada bagian Radial atau mempengaruhi pada bagian sudut
atau keduanya. Karena dalam proses penyelesaiannya ketiga bagian tersebut baik Radial, Zenithal dan
Azimuthal akan diselesaikan secara terpisah. Berdasarkan persamaan dari potensial Hulthen yang
ditunjukan oleh persamaan (1), potensial Hulthen hanya mengandung suku bervariabel Radial (r)
maka potensial ini hanya akan mempengaruhi persamaan Schrodinger pada bagian Radial sehingga
persamaan Schrodinger untuk sistem atom berelektron tunggal yang dipengaruhi potensial Hulthen
dapat dituliskan

2
_Z_ﬂ V2Y(r,0,¢9) + V()¥(r,0,¢) = E¥(1,0,d). (6)

Dengan demikian solusi persamaan Schrodinger bagian azimutal dan zenital pada atom berelektron
tunggal dengan potensial Hulthen memiliki bentuk yang sama dengan solusi pada atom hidrogen.
Sedangkan untuk persamaan bagian Radial akibat muncul suku potensial Hulthen di dalamnya, solusi
untuk persaaan ini tidak dapat diperoleh secara eksak melainkan memerlukan pendekatan dengan
menggunakan metode yang sesuai. Bentuk persamaan Schrodinger bagian radial untuk atom
berelektron tunggal dengan potensial Hulthen dapat dituliskan sebagai berikut:

d?R(r) 2dRG) 2 (K e R2E(E+1)
dr? r dr h? K1_ o 2ur?

R(r)=0 )

Persamaan tersebut memiliki bentuk persamaan diferensial orde 2 tipe hipergeometrik yang mana
dalam proses penyelesaiannya dapat dilakukan dengan menggunakan metode Parametrik Nikiforov-
Uvarov. Penelitian bertujuan untuk menentukan persamaan energi dari atom berelektron tunggal
dengan potensial Hulthen menggunakan metode Parametrik Nikiforov-Uvarov.

METODE PARAMETRIK NIKIFOROV-UVARQOV

Metode Nikiforov-Uvarov (NU) merupakan metode yang didasarkan pada penyelesaian
persamaan diferensial orde 2 tipe hipergeometri melalui ortogonalitas fungsi khusus. Untuk potensial
tertentu, persamaan Schrodinger dalam koordinat bola dapat direduksi menjadi persamaan umum
dalam bentuk tipe hipergeometri dengan transformasi koordinat r — s dan kemudian dapat
diselesaikan secara sistematis untuk menemukan solusi yang tepat. Bentuk umum persamaan
diferensial orde 2 tipe hipergeometrik dapat dituliskan sebagai berikut (Nikiforov & Uvarov, 1988):

0*P(s)  T(s) oP(s)  a(s) _
952 Yo as "oz Y =0 ®)

dengan polinomial berderajat satu T(s) dan polinomial berderajat dua o(s) dan G (s). Penerapan metode
Nikiforov-Uvarov dapat dilakukan dengan dua cara yakni secara konvensional atau parametrik yang
lebih dikenal dengan metode Parametrik Nikiforov-Uvarov. Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov
sendiri merupakan generalisasi metode Nikiforov-Uvarov menggunakan parameter-parameter khusus.
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Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov memiliki kelebihan dalam menghitung persamaan tingkat
energi dengan lebih tepat untuk beberapa sistem kuantum yang dipecahkannya (Antia dkk., 2020).
Persamaan diferensial orde dua untuk metode Parametrik Nikiforov-Uvarov dituliskan sebagai berikut
(Ita dkk., 2017);

Y €1 —CS [—x15% + X285 — x3]
R A R,

Jika dibandingkan dengan metode Nikiforov-Uvarov konvensional pada persamaan (8) maka
diperoleh 7(s), o(s) dan & (s) sebagai berikut:

P(s) = 0. 9)

T(s)=c1—cps,  o(s)=s(1—c35), () = [—xa8” + X25 — x3] (10)

Parameter pada persamaan (9) menjadi alat yang penting dalam memperoleh nilai eigen yang tidak
lain adalah persamaan E dan fungsi eigen yang tidak lain adalah y(s). Parameter cq,c,,c3 pada
persamaan (9) adalah konstanta parametrik. Untuk konstanta parametrik yan lain ditentukan dengan
persamaan berikut (Okon dkk., 2021):

Cy = %(1 — 1) )
s = %(cz — 2¢3) 12
C6= CE+ )1 (13)
C7 = 2C4C5 — X2 (14)
cg = ci+ 13 (15)
Co = C3Cy + C3cg + C4 (16)
Clg =€, +2¢c4 + 2,/cg 17)
€11 = €y — 2¢5 + 2[\/0_9 + CS\/C_g] (18)
C12 =4 +4[cg (19)

C13 = Cg — [\/C_g + 03\/0_8]. (20)

Sedangkan untuk persamaan energi dapat ditentukan dengan persamaan (Okon dkk., 2020) berikut:

con—(2n+ Des + 2n + 1)[\/6—9 + C3\/C—8] +n(n—1)c; +c; + 2c3¢c5 + 2/cgcg =0 (21)

Persamaan tersebut tidak lain adalah persamaan yang digunakan untuk mencari eigen nilai energi.
Hasil akhir persamaan gelombang dapat diketahui dengan menggunakan persamaan

$(s) = P()xn(s) = Nps12(1 — c35)3 P10 (1 = 2¢55) (22)

dengan N,, adalah konstanta normalisasi dan Pn(cl"’cn) adalah polinomial Jacobi.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Persamaan energi dari sistem atom berelektron tunggal dengan potensial Hulthen dikaji
menggunakan metode Parametrik Nikiforov-Uvarov. Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov dipilih
karena Persamaan Scrodinger bagian radial sistem dapat direduksi menjadi persamaan diferensial orde
dua tipe hipergeometri. Persamaan Scrodinger bagian radial yang ditunjukan oleh persamaan (7)
belum memenuhi bentuk persamaan diferensial orde dua tipe hipergeometri. Untuk dapat
menerapkan metode parametrik Nikiforov-Uvarov maka persamaan tersebut perlu dirubah sehingga
memenuhi persamaan (8) sehingga dapat didefinisikan parameter-parameter yang diperlukan untuk
menentukan persamaan energi sistem. Untuk merubah persamaan (7) agar memenuhi bentuk
persamaan (8) dilakukan pendekatan dengan permisalan berikut:
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U(r)

R(r) = (23)
sehingga persamaan persamaan Scrodinger bagian radial berubah menjadi persamaan berikut:
d2U(r) | 2ur? K %  h2(+1)
dr? * h? Bt K 1—ex O 2wr? u =o. (24)

Persamaan (24) didekati dengan aproksimasi untuk suku bagian sentrifugalnya berikut (Berkdemir,
2012):

L+ 1) N (¢ + 1)e—r/;c
72 ~ k2(1 — e—r/;c)z

(25)

. e_r/k . .
Dengan menggantikan @ dengan % dan melakukan tranformasi e~"/* = s dan juga
K —e”

merubah U(r) — ¥(s) maka persamaan (24) berubah menjadi

d?y(s) 1—s dy(s) 1

ds? s(1—s) ds +52(1_2)2 [_(a+ﬁ)52 +(2a+,8—y)g_a] =0 (26)
dimana
2
“= Z#fi}c 27)
2uKx -
B="5 (28)
y=4({+1) 29)

Persamaan (26) telah memenuhi bentuk dari persamaan diferensial orde 2 tipe hipergeometrik sesuai
dengan persamaan (8) dan jika dibandingkan dengan persamaan (9) maka diperoleh parameter-
parameter dari metode Parametrik Nikiforov-Uvarov berikut:

=1 (30)
=1 (31)
cz3=1 (32)
c, =0 (33)
cs=-—1/2 (34)
e =1/4+ (a+B) (35)
c;=—Qa+p~-vy) (36)
g=a (37)
co=y+1/4 (38)
€10 =14+ 2Va (39)
c1=2+2[y +1/4 +Va] (40)
tp =@ (41)
a3 =-1/2— [y + 1/4 + Val. (42)

Persamaan Energi ditentukan dengan menggunakan persamaan (21) dan memasukkan parameter-
parameter yang telah diperoleh untuk sistem atom elekron tunggal dengan potensial Hulthen yang
ditunjukan oleh persamaan (30)-(42) sehingga diperoleh persamaan berikut:
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n2+n+%+y—ﬁ+(2n+1) y+%+<2n+1+2’y+%>\/_=0. (43)

Dengan mengingat bahwa persamaan energi E termuat dalam permisalan @ maka untuk mendapatkan
persamaan energi E maka persamaan yang memuat « harus dipisahkan dalam satu ruas yang sama
sehingga diperoleh

B—y—nz—n—%—(2n+1) y+%

<2n+1+2 /y+%>

Jika persamaan «, B, y disubtitusikan sesuai dengan persamaan (27), (28), (29) dan dengan
manipulasi matematis maka diperoleh persamaan energi dari sistem atom berelektron tunggal dengan
potensial hulthen adalah

Va =

(44)

h? K +2+ 17
R sl (45)
2ulr’n+2+1) 2K
dimana n bilangan yang menyatakan jumlah simpul dalam fungsi gelombang radial, ¢ menyatakan
bilangan kuantum azimuthal dan persamaan

n,=Mm+2+1) n, = 1,234, .. (46)

tidak lain menunjukan persamaan untuk bilangan kuantum utama yang menyatakan kulit dimana
elektron berada dalam atom. Bilangan kuantum £ memiliki nilai £ <n, — 1 sehingga bilangan
kuantum ini hanya memiliki nilai dari 0 sampai dengan n, — 1. Persamaan energi yang diperoleh
pada persamaan (45) dapat dituliskan kembali

2
_ R uK &]

N S 45
" 2u|h%n, 2k (45)

Persamaan tingkat energi yang telah diperoleh bergantung pada bilangan kuantum utama n,, K serta

screening parameter 1/x. Jika nilai parameter k — oo, persamaan energi pada sistem tersebut dapat
tereduksi menjadi persamaan energi pada sistem dengan potensial Coulomb (Berkdemir, 2012)

2
_m[K
En, —W[n—p] . (46)

KESIMPULAN

Solusi eksak dari persamaan Schrodinger dapat dilakukan hanya pada kasus sistem yang
melibatkan potensial dalam bentuk sederhana. Kasus dengan potensial-potensial khusus dengan
bentuk yang cukup rumit tidak dapat diperoleh solusi eksak. Solusi untuk sistem dengan potensial
khusus tersebut dapat dilakukan dengan aproksimasi menggunakan metode matematis tertentu. Untuk
sistem dengan dengan potensial Hulthen, solusi persamaan energi dapat diperoleh dengan melakukan
aproksimasi menggunakan Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov. Hal tersebut dilakukan dengan
mengubah persamaan Scrodingger bagian radial menjadi persamaan diferensial orde dua tipe
hipergeometri. Berdasarkan persamaan diferensial orde dua tipe hipergeometri yang sesuai dengan
Metode Parametrik Nikiforov-Uvarov akan diperoleh parameter-parameter yang digunakan untuk
mendefinisikan persamaan energi. Persamaan energi diperoleh dengan mensubstitusikan parameter-
parameter ke dalam persamaan yang memuat eigen nilai energi pada Metode Parametrik Nikiforov-
Uvarov. Dengan melakukan manipulasi matematis diperoleh persamaan energi yang ditunjukan oleh
persamaan (45). Persamaan tingkat energi yang telah diperoleh bergantung pada bilangan kuantum
utama n,, K serta screening parameter 1/x.
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